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１. はじめに 
ナノ多結晶構㐀は，数 nmから数 μmの粒径の結晶粒からなる構㐀である．ナノ多結晶構㐀の半
導体の熱伝導率は，本来の材料に比べて低い値を示すことが知られている．これは，半導体にお

ける熱伝導現象を支配するフォノン(格子振動)の輸送が，結晶粒界面との衝突によって阻害される
ためである．こうしたフォノンの散乱による熱伝導率の低下は，ナノ多結晶構㐀のみならず，超

格子やナノワイヤなど様々な構㐀においても確認されている． 
ナノ多結晶構㐀を有する材料は，熱工学に関連した数多くの場面で用いられている．その中で

も近年に最も多く研究が行われている対象は，熱電変換材料としての利用である．これは，熱電

変換素子の変換効率は材料の無次元性能指数 ZT=S2σT/κ(S，σ，κ，Tはそれぞれゼーベック係数，
電気伝導率，熱伝導率，温度)によって決まるため，熱伝導率の低下は高効率化に向けた有効な手
段であるからである．なお，一般に熱伝導率は格子熱伝導率と電子熱伝導率の 2 種類の寄与があ
るが，半導体では前者が支配的である．熱電変換材料をナノ多結晶構㐀化する際には，粉砕と焼

結を用いる手法が知られる．この手法により Si系(Zhu et al., 2009)や Bi2Te3系(Poudel et al., 2008)，
PbTe系(Biswas et al., 2012)などの様々な材料をナノ多結晶化することで，ZTの向上を実現した研
究が報告されている．その他にも，結晶成長によって合成したナノ多結晶構㐀 Siを熱電変換素子
の材料として利用し，高い熱電変換性能を記録した例も報告されている (Dunham et al., 2016, 
Yanagisawa et al., 2020, Jugdersuren et al., 2022, Yanagisawa et al., 2024)． 
熱電変換材料として以外にも，ヒートスプレッダとして期待されるダイヤモンドにおいて，ナ

ノ多結晶構㐀の利用が研究されている．ダイヤモンドは他の材料に比べて非常に高い熱伝導率を

有する(Broido et al., 2012)．そのため，GaNなどの高い電流密度が与えられる次世代パワー半導体
へのダイヤモンドヒートスプレッダの利用を想定した研究が報告されている(Felbinger et al., 2007, 
Cho et al., 2017, Tadjer et al., 2019)．ナノ多結晶ダイヤモンドは単結晶に比べて，コストや大量生産
の面で有利である一方で，その熱伝導率は低いことが実験的に明らかになっている(Graebner et al., 
1992, Anaya et al., 2015, Sood et al., 2016, Anaya et al., 2017, Cheng et al., 2018)．そのため，ナノ多結晶
構㐀を有しつつも高い熱伝導率を持つダイヤモンドの開発が望まれる． 
こうしたナノ多結晶構㐀の応用に際して，その性能を最大化することが求められる．そのため，

ナノ多結晶構㐀における結晶粒の複雑な構㐀と，熱伝導率との定量的な関係の解明が必要である．

熱伝導率の評価には実験的手法が最も有効であるが，ナノ多結晶構㐀の微視的な形状との関係に

着目した際には，数値シミュレーションが有利である．実際に，シミュレーションを用いてナノ

多結晶構㐀の熱伝導率を対象とする研究がこれまで数多く行われている．  
そこで本稿では，ナノ多結晶構㐀におけるフォノン輸送の解析手法について述べる．一般的に

用いられる手法の解説のほか，筆者が開発した独自の高㏿解析手法を紹介する．また，それらの

フォノン輸送解析手法を用いた具体的な研究例を複数紹介する． 
 

ナノ多結晶構㐀におけるフォノン輸送解析 
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２. フォノン輸送の解析手法 
2・1 モンテカルロ法によるボルツマン輸送方程式の解法 

ナノ多結晶構㐀中のフォノンの輸送の模式図を，図 1に示す．この図のように，フォノンはそ
の輸送中に，フォノン同士との衝突と，界面との衝突を経験する．こうした衝突の頻度などによ

りフォノンによる熱の輸送されやすさ，すなわち熱伝導率が決定される．したがって，フォノン

輸送の解析の際には，これらの現象を取り入れる必要がある． 
フォノンの輸送の支配方程式は，ボルツマン輸送方程式である．ボルツマン輸送方程式は，空

間 r，時間 tにおける粒子分布の保存則である．フォノンの場合は式(1)のように，電子の場合とは
異なり外力項を持たず，粒子の流入出を表す移流項と，粒子同士の相互作用を表す衝突項を持つ． 
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ここで，左辺の分布関数 fksは波数 k，分枝 sのモードのフォノンの粒子数であり，vは群㏿度で
ある．右辺の衝突項は，本来はより複雑であるが，緩和時間近似と呼ばれる簡略化によってこの

形となる．ここで，τは緩和時間，f 0は系がフォノンの平衡分布であり，ボース粒子であるためボ
ース・アインシュタイン分布である．ボース・アインシュタイン分布における温度 Tは，空間 r，
時間 tにおけるフォノンのエネルギーに対応する．なお，緩和時間近似を用いると，ダイヤモン
ドやグラフェンなどの高い熱伝導率を持つ材料に関しては，フォノン散乱をより厳密に扱った場

合に比べて熱伝導率は過小評価されるが，計算負荷の都合から頻繁に用いられている． 
ボルツマン輸送方程式を解く際は，空間中に粒子を運動させて解くラグランジュ的なシミュレ

ーション法である，モンテカルロ法と呼ばれる手法が主流である．これは，ナノ構㐀における複

雑な境界条件の取り扱いが容易であるためである．なお近年では，以下の式に示すエネルギー基

準・分散低減型のボルツマン輸送方程式を解くシミュレーション方法(Péraud et al., 2011, Péraud et 
al., 2012)が主流である． 

 
s

ssss
s

s Tetetete
t
te

k

kkkk
k

k rr
r
rvr


)](),([),(),(),( eq

00ddd −−
−=



+


 . (2) 

ここで，e=ћωf，ed=e-e0(Teq)であり，ћはプランク定数，ωは角周波数である．すなわち，フォノ
ン 1つあたりのエネルギーをかけることによってフォノンの粒子の数ではなくフォノンのエネル
ギーを単位とし，さらにその平衡分布からのずれのみを扱う形に式(1)を変形すると，式(2)になる．
以上の式変形により，モンテカルロ法でボルツマン輸送方程式を解く際に，大幅な簡略化と計算

負荷の削減を実現できる．また，近年では物性を再現するために入力する必要があるフォノン分

散関係や緩和時間を，第一原理計算と格子動力学法を用いて用意することが多い．特に，それら

を計算するためのソフトウェア(Li et al., 2014, Tadano et al., 2014, Carrete et al., 2017)が公開されて
いるため，導入は比較的容易になっている． 
 

 
 

Fig. 1 Schematic diagram of phonon transport in polycrystalline nanostructure. 
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モンテカルロ法の概要は以下のとおりである．この手法では，式(2)の左辺第二項と右辺にそれ
ぞれ表されるフォノンの移流と衝突の現象を繰り返す．熱伝導率を求める場合は，系に温度勾配

を与え，定常状態となるまでシミュレーションを行い，フォノンのエネルギーから計算できる熱

流束密度と温度分布から熱伝導率を得られる．シミュレーションの際は，系境界の熱浴からフォ

ノンをシミュレーション領域中に射出する．この際のフォノンの状態である k(または ω)および s
は，熱浴の温度および材料に応じて決定する．材料の分散関係が等方的であると近似し，フォノ

ンは球対称に移流するように扱うことが多いが，近年では波数空間上の情報をそのまま用いるこ

とで，異方性の強い材料に対応する場合もある(Yang et al., 2017, Davier et al., 2018, Yang et al., 2021)．
シミュレーション中は，フォノン群㏿度と移流方向に応じて移動する．また，緩和時間によって

決まる確率に応じて，フォノン同士の衝突現象を模擬してその状態を更新する． 
ナノ構㐀をフォノン輸送解析の対象とした場合は，図 1に示すように結晶界面での散乱も模擬
する必要がある．フォノンが界面に衝突した際，事前に設定した確率に従い透過または反射をす

る．この確率は界面透過確率と呼ばれており，界面における結晶同士の接続性の他，周波数など

のフォノンの状態にも依存する．界面透過確率を得る方法は，非平衡グリーン関数法などの数値

的な方法が主流である．また実用的な方法として，周波数に依存する簡単な関数を用いることも

ある(Wang et al., 2011)．こうした結晶界面においてフォノンが透過または反射する場合，弾性散乱
によって周波数を維持したまま新たな移流方向へ変わる．この際の移流方向は，事前に設定する

鏡面度に従い，鏡面または拡散的に変更する．前者において反射角は入射角に等しく，後者は反

射角が入射角によらずランベルトの余弦則に従ってランダムに変化する．先行研究では，後者の

設定をする場合が多い． 
2・2 モンテカルロ法から発展した高㏿解析手法 
モンテカルロ法の計算コストは分散低減型の登場により大幅に改善したが，依然として問題が

残る．例えば，まったく同一の形状のナノ構㐀を有する異なる材料の熱伝導率を得たい際には，

それぞれの材料に特有のフォノンのパラメータを入力として，モンテカルロ法のシミュレーショ

ンを再度行い直す必要がある．これは，温度を変更した場合にも同様である． 
こうしたシミュレーションをその都度やり直さなければならない問題を解決するためには，シ

ミュレーションを材料特性と独立した形で行い，その結果を任意の材料に適応できるようにする

必要がある．ここで，その問題点を克服するために筆者が開発した手法である，Transmission 
Probability法(Hori et al., 2015, Hori, 2020)と，Mean Square Displacement法(Hori, 2022, Hori et al., 
2022)を紹介する．いずれの手法もモンテカルロ法を基に開発したため，技術的な部分では共通点
も多い． 
導入として，熱伝導率とフォノンのパラメータの関係について述べる．バルクの材料において

緩和時間近似を施したボルツマン輸送方程式を解析的に解くと，以下の式(3)のように熱伝導率を
得られる． 
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ここで Cは比熱，vは群㏿度の絶対値，Λ=vτは平均自由行程である．ナノ構㐀中においてフォノ
ンの界面散乱によって熱伝導率が変化するが，これは本来の緩和時間が短く，すなわち平均自由

行程が短くなるためである．したがって，ナノ構㐀中の実効的なフォノンの平均自由行程である

Λks,effを得ることができれば，熱伝導率が直ちに求められる．これは本来の平均自由行程がどの程

度下がるかという問題であるため，材料の性質によらない．さらに，構㐀のみに由来する平均自

由行程 Λbdyを用いることで，実効的な平均自由行程を近似的に得ることができることが知られて

いる．Λbdyは，フォノン同士の散乱を無視した場合の平均自由行程であるため，明確に材料の性

質とは切り離された値である．具体的には，式(4)に示すMatthiessen則の通りである． 
 1

bdy
11

eff,
−−− += ss kk . (4) 

式(4)は厳密な法則ではないが，無限長薄膜のような例外(Sondheimer, 2001)を除き，概ねよく再現
する．したがって，シミュレーション中に露わにフォノンの周波数や群㏿度などといった材料や

温度に依存するフォノンの特性を入力せず，構㐀のみに由来する平均自由行程を求めたのち，そ

れらと組み合わせて熱伝導率を求められる． 
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一つ目の Transmission Probability法は，熱浴から射出したフォノンがもう一方の熱浴にたどり着
く確率，すなわち透過確率𝒯を求めることで，Λbdyを得られる．この方法ではモンテカルロ法とは

異なり，比熱や群㏿度といった値はシミュレーション中には不要である．一方で，フォノンの界

面との衝突現象はモンテカルロ法と同様に行う．最後に，距離 Lの熱浴間を透過したフォノンの
数を集計することで，Λbdyは以下の式(5)のように求められる． 

 LT
4
3

bdy = . (5) 

もう一方のMean Square Displacement法は，モンテカルロ法や Transmission Probability法における
熱浴のような特殊な境界を設けることなく，さらに複数の方向を同時に解析するために開発した

手法である．なお手法そのものは，気体分子の解析でよく用いられる(Zalc et al., 2004, Berson et al., 
2011, Hori et al., 2018)が，フォノンにおいて適用した例は筆者の研究が初めてである．特徴として，
系に周期境界が与えられた方向の Λbdyを計算可能である．この手法では，ランダムに初期状態を

与えたフォノンをナノ構㐀中で運動させ，散乱を繰り返す．最終的に得られた変位 ξと総移動距
離 lmigを用いて以下の式(6)のように Λbdyを得られる． 
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なお，式(5)および式(6)はいずれも計算対象の系の断面積が均一な場合のみ適用でき，そうでない
場合は熱伝導方程式を解くことで実効的な断面積を求めて補正する必要がある． 
紹介した 2つの手法では，与えられたナノ構㐀の Λbdyを直接的に得ることで，あらゆる材料や

温度の熱伝導率の評価が可能となる．両手法とも簡便な方法であり，また Transmission Probability
法についてはソフトウェアも公開しているため(Shao et al., 2022)，容易に利用が可能である．一方
で，モンテカルロ法では可能な非定常な熱伝導現象の解析ができないなどの欠点もあり，解析す

る対象によって手法を使い分けることが推奨される． 
 

３. ナノ多結晶構㐀における解析の具体例 
開発したフォノン輸送解析手法を用いてナノ多結晶構㐀を対象とした研究の一例(Hori et al., 

2022)を紹介する．この研究では，ナノ多結晶構㐀をボロノイ図を用いて数値的に構築したうえで，
フォノン輸送解析を行うことで，フォノンの平均自由行程を求めた．さらに，平均二乗変位に基

づく理論を用いることで，フォノン輸送のシミュレーションによって求めた値を構㐀の特徴量の

みから再現することに成功した． 
ボロノイ図によって作成した多結晶構㐀を図 2 に示す．ボロノイ図とは，領域内に分散した母
点間の垂直二等分面によって分割することで生成される領域である．単純立方構㐀からなるナノ

多結晶構㐀に比べて現実の形状の複雑さを再現するため，フォノン輸送の解析の際によく用いら

れる(Hori et al., 2015, Chakraborty et al., 2018, Hori, 2022, Hong et al., 2024)．ただし，母点の座標をラ
ンダムに決定した場合に生成される結晶粒の大きさはおおむね均一であるため，現実の粒径分布

は再現しない(Suzudo et al., 2009)．図 2の多結晶構㐀は，8000個の結晶粒からなり，また生成した
際に周期境界条件を課した． 
ボロノイ図によって構築したナノ多結晶構㐀を対象に，Mean Square Displacement法を用いたフ
ォノン輸送シミュレーションを行った．このシミュレーション中，フォノンが界面に衝突した後

の進行方向は，透過の場合は直進，反射の場合は拡散と設定した．求めた Λbdyの，界面透過確率

依存性を図 3に示す．なお，計算によって得られた Λbdyは結晶の平均粒径によって規格化した．

図の通り，Λbdyの値がMean Square Displacement法によって定量的に求められた．さらに，気体分
子の平均二乗変位に基づく理論(Henrion, 1977)を流用することで，結晶粒の形状を表す特徴量の 1
つである翼弦長分布から Λbdyの値を予測可能な理論を構築した．図 3には，シミュレーションの
値に加えて，二つの理論の結果を線によって示している．このように，それぞれの理論は，界面

透過確率の大小両極限において，シミュレーションによって求めた Λbdyの値をよく再現すること

がわかる．この結果から，シミュレーションを用いずとも，原理的には実験によって取得可能な

結晶の形状に関わる量から，フォノンの平均自由行程を定量的に求められることが明らかとなっ

た． 
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Fig. 2 Polycrystalline nanostructure generated by Voronoi diagram from randomly distributed seed points. 
In the cubic simulation domain, 8000 grains are packed. Periodic boundary conditions are imposed in all 
directions. (Hori et al., 2022) 
 

 
 
Fig. 3 Relation between interfacial transmission probability and boundary scattering mean free path in 
Voronoi diagram nanostructure shown in Fig. 2. Theories to predict the mean free path for high and low 
interfacial transmission probability (τ) limit are also shown. The mean free path is normalized by average 
grain size. (Hori et al., 2022) 
 
また，上記で紹介した研究(Hori et al., 2022)の一部から発展させて行った研究(Hori, 2022)につい
ても併せて紹介する．この研究では，ナノ構㐀化材料におけるフォノンと平均自由行程を，半解

析的に予測する方法を開発した．すなわち，フォノンの表面及び界面との衝突ごとの挙動をデー

タとして保持することで，別の条件下での挙動を再現可能であること理論的に導いた．具体的に

は，ナノ多結晶構㐀において，1つの界面透過確率の条件(例えば 0.5の条件)のフォノンの平均自
由行程のシミュレーション結果から，別の界面透過確率の条件下での結果を再現可能であること

を実証した． 
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４. おわりに 

ナノ多結晶構㐀のフォノン輸送解析の手法，およびそれを用いた研究成果を紹介した．既存の

手法であるモンテカルロ法と，それに対して高㏿な解析を実現した筆者の開発した 2 つの手法の
概要を解説した．さらに，開発した手法を用いた研究の一例として，ボロノイ図を用いて構築し

たナノ多結晶構㐀におけるフォノンの平均自由行程の計算結果を示した．それに加え，シミュレ

ーションに頼らずにフォノンの平均自由行程の値を予測する理論の有効性について，その一端を

示した． 
現在は，フォノンの輸送解析を実際の材料設計に役立たせることに主眼を置いて研究を進めて

いる．シミュレーションを用いて構㐀と熱伝導特性の関係を解明することは重要であるが，それ

に留まらず，実験によって取得可能な構㐀の特徴量から熱伝導率を予測することや，熱伝導特性

だけではなく他の物性を含めた構㐀の多目的最適化といった，高次の課題の解決が鍵となると考

える．具体的にはナノ多結晶構㐀を対象とした研究については，フォノン輸送における最適構㐀

探索手法(Hori, 2021, Taniguchi et al., 2024)のナノ多結晶構㐀への適用，ナノ多結晶中の結晶粒の形
状を利用したより簡便な熱伝導特性予測方法の確立(Tomabechi et al., 2024)，異方性を有するナノ
多結晶薄膜の解析手法の開発(Tomabechi et al.)，フェーズフィールド法を用いたナノ多結晶構㐀構
築との連成(Yasuda et al.)などに現在は取り組んでいる．また，開発したフォノン輸送解析手法を
用いて，企業との共同研究も推進しており，それらの成果も別の機会に紹介できればと思う． 
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